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　　摘　要 :　提出了一种能够将所有图像平等看待基于秩 1的射影重建方法 ,该方法并不是直接求解射影空间结构

点和投影矩阵 ,而是求解射影空间结构点的深度因子及投影矩阵.本文利用射影空间结构点可以由图像点及深度因子

构成的特性 ,构造了一个秩为 1的矩阵 ,用线性迭代的方法求取空间结构点的深度因子 ,最后完成射影重建.模拟实验

和真实实验数据结果表明 ,该射影重建方法具有收敛性好、重投影误差小及运行速度快等优点.
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Abstract :　A linear iterative method for projective reconstruction based on rank 1 matrix containing the images of all points in

all views ,which can deal with all the images in a unified manner ,is presented in the paper. In the method ,the unknowns are the 3D

motion and relative depths of the set of points ,not their 3D positions . The coordinates of the points along the camera plane are given

by their image positions . The knowledge of the coordinates enables us to solve the projective reconstruction problem by the linear it2
erative method based on the rank 1 matrix. Experiments with both simulated and real data show that the method for projective recon2
struction has good property of convergence ,computational cost and projective errors .

Key words :　projective reconstruction ; linear iteration ; rank 1

1　引言

　　射影重建是欧氏重建的必要阶段 ,其精确性将影响

最终的重建结果.目前 ,它仍然是计算机视觉领域中的

研究热点之一[1 ] .

现有的射影重建方法大部分都是基于多线性约束

关系[2 ] .其中Vidal等人利用对极几何约束关系对多个

物体进行射影重建[3 ] ;Martinec 和 Pajdla 利用三线性约

束关系对存在遮挡的物体进行射影重建[4 ] .利用多线性

约束关系进行射影重建的缺点主要有两方面 :1.它仅能

够利用 2幅至 4 幅图像 ,而不能够利用更多的图像 ;2.

没有把所有的图像平等地看待 ,而是倚重于某些图像.

为了克服上述缺点 ,基于 Tomasi2Kanade[5 ]正交投影

分解算法的思想 , Sturm 利用分解算法来进行射影重

建[6 ] .但该方法在进行分解之前 ,各个图像点的深度因

子必须要事先求到 ,而深度因子的求解又要利用对极几

何约束关系 ,这样 ,又遇到了前面所述的问题.文献[ 7 ,

8]提出了线性迭代射影重建方法 ,但这些方法并没有将

图像平等地看待. Heyden提出了一种基于子空间的射

影重建方法[9 ] ,但该方法在重建过程中需要对一个秩为

4的矩阵进行奇异值分解.

本文针对上述缺点 ,提出了一种能够将所有图像平

等看待 ,基于秩 1的线性迭代射影重建方法 ,该方法并

不是直接求射影空间结构点 ,而是利用射影空间结构点

可以由图像点及深度因子构成的特性 ,构造了一个秩为

1的矩阵 ,并利用该矩阵 ,线性迭代地求解射影空间结

构点的深度因子 ,最后完成射影重建.

2　射影重建的描述

　　本文假定摄像机模型为经典的针孔模型 ,即成像过

程可以用下式表示 λm = PX (1)

式中 X = x y z 1 T表示三维空间点的齐次坐标 ,
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m = u v 1 T为对应的图像平面点的齐次坐标 ,λ

为图像的深度因子 ; P为摄像机的投影矩阵.

设有 m幅图像 ,每幅图像上有 n个对应的图像点 ,

则上式可以写为
λi , j mi , j = PiXj (2)

式中 i ( i = 1 ,2 , ⋯, m)表示第 i 幅图像 , j ( j = 1 ,2 , ⋯,

n)表示第 j个图像点.

将所有空间点的齐次坐标表示成一个矩阵

X = X1 X2 X3 ⋯ Xn (3)

同样 ,对于第 i幅图像上所有图像点及深度因子也
有下式

mi = m1 m2 m3 ⋯ mn (4)

Λ= diag λi ,1 λi ,2 ⋯ λi , (5)

根据式 (2) ,则有　　miΛi = PiX (6)

从式 (6)可以看出 ,对于任何非奇异矩阵 T ,都有
miΛi = PiX = Pi T

- 1 TX = Pi′X′ (7)

式中 Pi′= Pi T
- 1 , X′= TX.

即 ,对于一组图像点序列 m ,如果存在一组重建 Pi

和 X ,则同样存在另一组重建 Pi′和 X′.对于无穷多的非
奇异矩阵 T ,存在无穷多组重建满足要求.如果没有任
何先验知识 ,不能够知道所求得的重建对应的是哪一个
变换 T ,从而这个重建落在射影空间而不是欧氏空间.

3　基于秩 1的射影重建

　　为了表示方便 ,令

�m =
1
m∑

m

i =1

miΛi (8)

定理 1 　在无噪声的情况下 ,存在一组重建 Pi′和

X′,其中 X′=
�m
w

, w为任意维向量.

证明 :　由前面可知 ,当存在一组重建 Pi 和 X ,同

样也存在另一组重建 Pi′= Pi T
- 1和 X′= TX ,令

T - 1 =
1
m ∑

m

i = 1

Pi

Γ

(9)

式中Γ表示Moore2Penrose逆.

由式 (7)可得

miΛi = Pi
1
m ∑

m

i =1

Pi

Γ

P
i
′

1
m ∑

m

i = 1

Pi

X′

X (10)

将式 (8)整理得

�m 1
m∑

m

i = 1

miΛi =
1
m ∑

m

i = 1

Pi X (11)

将 X =
1
m ∑

m

i = 1

Pi

Γ

X′代入上式得

�m =
1
m ∑

m

i = 1

Pi
1
m ∑

m

i = 1

Pi

Γ

X′=

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

X′

(12)

由式 (12)可得 ,射影空间结构点 X′可以写成如下

形式

X′=
�m
w

(13)

证毕◆

定理 2　在无噪声的情况下 ,存在一组射影重建 Pi′和

X′,其中 X′=
�m
s

,且 s�mT = 01×3 .

证明 :

对于任意向量 w都可以分解成如下形式

w =α1×3 �m + s (14)

且 s �mT = 01×3 (15)

由定理 1可知 ,射影空间结构点 X可以为

X =
�m
w

=
I3×3 03×1

α1×3 1

�m
s

(16)

令 T =
I3×3 03×1

α1×3 1
,对于所有图像点 ,由式 (6)得

miΛi = Pi T
�m
s

= ( Pi T)
�m
s

(17)

令 Pi′= Pi T ,式 (17)化为

miΛi = Pi′
�m
s

(18)

因此 ,存在一组重建 P′和 X′,其中 X′=
�m
s

,且

s �mT = 03×3 .

证毕◆

将所有的 mi , Pi ,Λi ,及 s 写成一个大矩阵的形式

m1Λ1

m2Λ2

…

mmΛm

R
3 m×m

=

P1

P2

…

Pm

P
3 m×4

�m
S

X
4×n

(19)

式中 �msT = 03×1 . R为 3 m×n的矩阵 ,在无噪声的情况

下 , R的秩为 4 .

如果深度矩阵Λi 已知 ,由式 (8)可知 �m ,即射影空

间结构点 X的前 3 行可以知道 ,那么式 (19)可以通过

因式分解秩为 1的矩阵 ,而不是秩为 4的矩阵.

令 P = [ Q3 m×3　qT
3 m×1 ] (20)

式中矩阵 Q为投影矩阵 P的前 3列.

将式 (20)代入式 (19) ,得

R3 m×n = P3 m×4
�m
s

= Q �m + qTs (21)

对式 (21)右乘矩阵 �mT ,并将式 (15)代入式 (21) ,整

理得

Q = R�mT( �m �mT) - 1 (22)
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将式 (22)代入式 (21)中 ,整理得

R ( I - �mT( �m �mT) - 1 �m) = qT
3 m×1 s1×n (23)

令 �R3 m×n = R ( I - �mT( �m �mT) - 1 �m) (24)

在无噪声的情况下 , �R 的秩为 1 .可以通过对 �R 进
行奇异值分解 ( SVD)求到左特征向量 q和右特征向量

s .若 s 已知 ,通过式 (13)可以求到射影空间结构点 X.

若 X已知 ,通过式 (2)求到深度因子Λi .

4　迭代算法

　　通过以上分析 ,可以构造一个线性迭代射影重建算

法 ,具体步骤如下 :

(1)假设所有的深度因子都为 1 ,令ε为任意小的

正数 , k = 1 ;

(2)利用式 (24) ,对矩阵 �R 进行 SVD分解 ,求解右

特征值 s
( k)

;

(3)利用式 (19)求解到射影空间结构点 X;

(4)利用式 (2)求到深度因子λi , j ,即Λi ( i = 1 ,2 ,3 ,

⋯, m) ,若| s ( k) - s ( k - 1) | ≥ε,则 k = k + 1 并转至第 2

步 ,否则至第 5步 ;

(5)利用式 (6)求到投影矩阵 Pi ,最后完成射影重

建.

5　模拟与真实图像实验

511　模拟实验

为了检验本文提出的射影重建方法的收敛性 ,在单

位球内随机产生 200个空间点 ,并假设摄像机为针孔模

型产生 8 幅大小为 640 ×480 的图像 ,并在每幅图像中

加入高斯噪声.利用这些模拟图像点用本文提出的方法

进行射影重建 ,模拟实验结果如图 1 所示 ,其中横坐标

轴为迭代次数 ,纵坐标轴为重投影误差 ,其定义如下

σ=
1
mn∑

m

j =1
∑

n

i = 1

‖PiXj - mij‖ (25)

从图 1可以看出 ,本文提出的射影重建方法迭代 5

次以内就能够收敛 ,因此该方法具有良好的收敛性.

同时 ,为了研究图像数对本文方法的影响 ,本文用

上述方法模拟产生 2 至 16 幅图像 ,并在每幅图像中加

入 1个像素的高斯噪声 ,在不同图像数下各进行 100次

实验 ,利用式 (25)求取重投影误差 ,然后取均值 ,实验结

果如图 2所示.从图 2可以看出 ,随着图像数的增加 ,重

投影误差会增大 ,而且增加的速度越来越慢 ,最后达到

稳定.

为了比较本文方法和 Heyden的子空间射影重建方

法[9 ]及 Sturm的分解方法[6 ]的重建性能 ,利用上述方法

产生 8幅图像 ,在图像像素中加入高斯噪声 ,并在每种

噪声水平下用上述三种射影重建方法各进行 100 次实

验 ,然后取均值 ,实验结果如图 3所示.

从图 3中可以看 ,Sturm方法的重投影误差较大 ,比

图像噪声约大于 80 % ,原因是由于它在进行因式分解

之前 ,图像点的深度因子的求解要利用对极几何约束关

系 ,这样导致图像并没有平等地看待 ,而是倚重某几幅

图像.而本文方法和 Heyden方法平等地看待了所有图

像 ,因此具有较小的重投影误差.从图 3中还可以看出 ,

本文方法和 Heyden方法的重投影误差基本接近 ,在 2

个像素噪声以内 ,重投影误差只比原来的图像的噪声约

大于 35 %.

512　真实图像实验

为了验证本文方法的正确性及重建效果 ,本文获得

一个由 10幅图像组成的房子序列 ,图像的大小为 512×

480 ,其中两幅图像如图 4所示.本文用 Harris算子提取

并跟踪了 90 个特征点 (如图 4 中 +所示) ,并利用这些

特征点进行射影重建.为了显示重建效果 ,本文将重建

后的三维空间点重投影到原来图像中 ,重投影点如图 4
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中○所示.

从图中可以看出 ,重投影点 ( ○)和特征点 ( + )基本

重合.同时 ,利用式 (25)求到平均重投影误差为 0129个

像素 ,因此本文提出的射影重建方法具有较小的重投影

误差 ,也说明该方法具有较好的重建效果.

6　结束语

　　本文利用射影空间结构点可以由图像点及深度因

子构成的特性 ,构造了一个秩为 1 的矩阵 ,利用该矩阵

用线性迭代的方法求取空间结构点的深度因子 ,最后完

成射影重建.该方法能够平等地看待所有图像 ,并没有

倚重某些图像.模拟实验结果表明 ,该射影重建方法只

需要 5次以内迭代就可以达到收敛 ,重投影误差约大于

图像噪声的 35 % ,因此 ,该射影重建方法具有收敛性

好、重投影误差小及运行速度快等优点.同时 ,真实图像

实验结果表明 ,本文提出的射影重建算法是非常有效

的.
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